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Ide´aux stables dans certains
anneaux diffe´rentiels
de formes quasi-modulaires de Hilbert1.
Federico Pellarin2
English abstract. In [9] Nesterenko proved, among other results, the algebraic indepen-
dence over Q of the numbers pi, epi,Γ(1/4). A very important feature of his proof is a
multiplicity estimate for quasi-modular forms associated to SL2(Z) which involves pro-
found differential properties of certain non-linear differential systems.
The aim of this article is to begin the study of the analogous properties for Hilbert
modular and quasi-modular forms, especially those which are associated with the number
field Q(
√
5). We show that the differential structure of these functions has several analogies
with the differential structure of the quasi-modular forms associated to SL2(Z).
1 Introduction.
Soit A un anneau commutatif, et D un ensemble de de´rivations sur A. Un
ide´al I de A est stable pour D (ou D-stable, ou encore, stable si la re´fe´rence
a` D est claire) si pour tout D ∈ D on a
DI := {Dx, avec x ∈ I} ⊂ I.
De´finition. On dit que l’anneau diffe´rentiel (A,D) satisfait la proprie´te´ de
Ramanujan, s’il existe un e´le´ment non nul κ ∈ A tel que tout ide´al premier
non nul I de A qui est D-stable contient κ.
Soit q un nombre complexe tel que |q| < 1, soient E2(q), E4(q), E6(q)
les se´ries de Fourier des se´ries d’Eisenstein classiques de poids 2, 4, 6 (3) et
posons D = q(d/dq). On sait alors que D induit une de´rivation sur R =
C[E2, E4, E6]. On peut montrer que l’anneau diffe´rentiel (R, D) satisfait la
1AMS Classification : 11F41, 47F05, 35G05. Keywords : Hilbert modular and quasi-
modular forms, Rankin-Cohen operators, differential ideals, multiplicity estimates.
2Laboratoire LMNO, Universite´ de Caen, BP 5186, 14032 Caen Cedex, France.
3Note´es respectivement 3pi−2G1 p. 156 et E2, E3 p. 151 de [15].
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proprie´te´ de Ramanujan : tout ide´al premier non nul D-stable de R contient
∆ = E34 − E26 .
En fait, aussi l’anneau R[q] est un anneau diffe´rentiel, et on peut de´mon-
trer qu’il satisfait la proprie´te´ de Ramanujan (voir [12]).
La proprie´te´ de Ramanujan est indispensable dans les estimations de
multiplicite´. Par exemple, Nesterenko a utilise´ une proprie´te´ plus faible que
la proprie´te´ de Ramanujan pour (R[q], D) pour de´montrer ce qui suit (cf. [9]
et [10], chapitres 3, 10).
The´ore`me 1 Il existe une constante explicite c > 0 telle que pour tout
polynoˆme P ∈ R de degre´ au plus N , on ait :
ordq=0P ≤ cN4.
Quant’aux formes modulaires de Hilbert de deux (ou de plusieurs vari-
ables complexes), ce serait e´videmment tre`s inte´ressant d’e´tablir des estima-
tions de multiplicite´ ge´ne´ralisant le the´ore`me 1 pour ces fonctions ; avec ce
texte, nous voudrions inaugurer cette e´tude.
Une premie`re motivation de ce texte est d’introduire une notion de forme
quasi-modulaire de Hilbert ge´ne´ralisant celle de [8] ; elle ne semble pas, a`
pre´sent, apparaˆıtre dans la literature.
Soit K un corps de nombres totalement re´el de degre´ n sur Q, soit ΓK
le groupe modulaire de Hilbert associe´ (cf. [5], p. 5). Nous allons de´finir, au
paragraphe 2, un anneau Y(K) de formes quasi-modulaires de Hilbert pour
ΓK ; il s’agit de fonctions holomorphes de n variables complexes z1, . . . , zn.
Notons :
D = {D1, . . . , Dn} = {(2πi)−1∂/∂z1, . . . , (2πi)−1∂/∂zn}.
Nous verrons que (Y(K),D) est un anneau diffe´rentiel.
Nous aurons besoin de quelques proprie´te´s e´le´mentaires de cet anneau,
que nous de´crirons au paragraphe 2, et qui seront pour la plupart de´montre´es
dans l’appendice. En particulier, si n > 1, alors Y(K) n’est pas de type fini,
contrairement au cas K = Q, de´crit dans [8]. Voici maintenant nos re´sultats
concernant les ide´aux premiers D-stables de Y(K).
The´ore`me 2 Si n > 1, alors l’anneau Y(K) ne posse`de pas d’ide´aux prin-
cipaux D-stables non nuls.
2
Nous avons obtenu des re´sultats partiels supple´mentaires sur la structure
des ide´aux premiers diffe´rentiellement stables de Y(K) dans le cas ou` K =
Q(
√
5).
The´ore`me 3 Supposons que K = Q(
√
5) ; il existe une forme modulaire de
Hilbert non nulle κ avec la proprie´te´ suivante. Soit P un ide´al premier non
nul D-stable de Y(K), supposons que P contienne une forme modulaire de
Hilbert non nulle ; alors κ ∈ P.
Le the´ore`me 3 laisse penser que la proprie´te´ de Ramanujan est valide
pour Y(Q(√5)).
Voici un autre argument en faveur de cette hypothe`se. Dans [12], nous
avons de´montre´ que l’anneau diffe´rentiel Y(Q) satisfait la proprie´te´ de Ra-
manujan. Tout ide´al premier non nul et diffe´rentiellement stable contient la
forme modulaire :
κ(Q) = det

 4e4de4
dz
6e6
de6
dz

,
ou` e4, e6 de´signent les se´ries d’Eisenstein de poids 4, 6 normalise´es usuelles
pour SL2(Z).
La forme κ(Q) est non nulle et proportionnelle a` l’unique forme para-
bolique normalise´e non nulle de poids 12 pour SL2(Z) (donc proportionnelle
a` ∆(e2πit), ℑ(t) > 0).
La forme κ(Q) apparaˆıt donc comme image d’un crochet de Rankin de
deux ge´ne´rateurs de l’anneau des formes modulaires pour SL2(Z), et cette
expression joue un roˆle important dans la de´monstration de cette proprie´te´.
Dans le cas ou` K = Q(
√
5), un phe´nome`ne analogue apparaˆıt. L’e´le´ment
κ = κ(Q(
√
5)) du the´ore`me 3 s’exprime comme un crochet triline´aire (voir
[11] pour les proprie´te´s de base de ces crochets) des ge´ne´rateurs ϕ2, χ5, χ6 de
l’anneau des formes modulaires de Hilbert de poids paralle`le (cf. de´finition
dans ce texte, ou [11]) :
κ(Q(
√
5)) = det


2ϕ2 5χ5 6χ6
∂ϕ2
∂z
∂χ5
∂z
∂χ6
∂z
∂ϕ2
∂z′
∂χ5
∂z′
∂χ6
∂z′


.
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Les crochets multiline´aires (dont la de´finition ge´ne´rale apparaˆıt dans [11],
paragraphe 6.1) mettent en lumie`re une analogie entre les formes modulaires
κ(Q) et κ(Q(
√
5)) ; de plus, dans [11], nous avons de´montre´ que κ(Q(
√
5))
est proportionnelle a` la forme modulaire χ15 construite par Gundlach dans
[6]. Cette analogie a en partie de´ja` e´te´ remarque´e par Resnikoff dans [14], car
il avait note´ que du point de vue diffe´rentiel, la se´rie d’Eisenstein de poids
(2, 2) normalise´e ϕ2 pour ΓQ(
√
5) joue un roˆle similaire a` celui de la se´rie E2.
Dans ce texte, ces analogies seront rendues encore plus impressionantes, mais
leur raison demeure obscure.
Ainsi, les expressions de κ(Q) et κ(Q(
√
5)) en termes de crochets mul-
tiline´aires n’expliquent pas comple`tement pourquoi ces formes modulaires
jouent un roˆle aussi privile´gie´ et similaire dans les proprie´te´s diffe´rentielles
de Y(K) pour K = Q ou K = Q(√5).
En lisant cet article, le lecteur verra qu’en partie, le the´ore`me 3 est duˆ
a` une co¨ıncidence que nous ne savons pas expliquer a` pre´sent, et que nous
e´sperons d’e´lucider dans des autres travaux.
1.1 Plan de l’article.
Voici le plan de cet article : il y a deux parties de longueur ine´gale,
dont les contenus sont assez inde´pendants. Dans le paragraphe 2, apre`s avoir
de´fini l’anneau Y(K) et fait une description de ses proprie´te´s de base, nous
de´montrerons le the´ore`me 2 ; dans la plupart des re´sultats de ce paragraphe,
K est un corps de nombres totalement re´el de de´gre´ n > 1 sur Q.
La de´monstration du the´ore`me 3 occupera quant’a` elle, tout le reste de
l’article. Cette de´monstration sera rame´ne´e a` la de´monstration d’un resul-
tat concernant la structure diffe´rentielle d’anneaux de formes modulaires de
Hilbert, ce qui explique la condition technique du the´ore`me 3. Dans ces par-
ties, le choix K = Q(
√
5) sera fixe´ ; les formes quasi-modulaires n’apparais-
sent pratiquement pas dans cette partie.
2 Formes quasi-modulaires.
Ici, nous de´finissons les formes quasi-modulaires de Hilbert et nous en
pre´sentons quelques proprie´te´s e´le´mentaires.
Soit H le demi-plan supe´rieur complexe, soit K un corps de nombres
totalement re´el de degre´ n sur Q, soit σ1, . . . , σn ses plongements dans R,
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soit OK son anneau d’entiers. Si a ∈ K, alors nous e´crivons aussi ai = σi(a).
Le groupe modulaire de Hilbert
ΓK = SL2(OK)
agit sur Hn par transformations homographiques de la manie`re usuelle : soit
z = (z1, . . . , zn) ∈ Hn et γ =
(
a
c
b
d
)
∈ SL2(OK). Alors :
γ(z) =
(
a1z1 + b1
c1z1 + d1
, . . . ,
anzn + bn
cnzn + dn
)
.
Remarquer que si n = 1, alors K = Q et ΓK = SL2(Z).
Definition. Soit F : Hn → C une fonction holomorphe. On dit que F est
une forme quasi-modulaire de Hilbert de poids (k1, . . . , kn) ∈ Zn et profondeur
s ∈ N si
(i) n = 1 et F est une forme quasi-modulaire pour SL2(Z) comme de´fini
par Kaneko et Zagier dans [8], ou
(ii) n > 1, et il existe un polynoˆme P ∈ Hol(Hn)[X1, . . . , Xn] de degre´
total s en les inde´termine´es X1, . . . , Xn (dont les coefficients sont des
fonctions holomorphes sur Hn), tel que, pour tout z ∈ Hn et γ ∈ ΓK :
F (γ(z)) :=
n∏
i=1
(cizi + di)
kiP
(
c1
c1z1 + d1
, . . . ,
cn
cnzn + dn
)
. (1)
On voit facilement, en utilisant le fait que F admet une expansion en se´rie
de Fourier, que le terme constant de P par rapport a` X1, . . . , Xn est e´gal a`
F .
La notion de forme quasi-modulaire de Hilbert ge´ne´ralise la notion de
forme modulaire de Hilbert. Par exemple, une forme quasi-modulaire de
Hilbert de profondeur 0 est une forme modulaire. De plus, si F est une forme
quasi-modulaire de poids (k1, . . . , kn) et profondeur s, alors F (z, . . . , z) est
une forme quasi-modulaire de poids
∑
i ki et profondeur ns pour SL2(Z).
Si F est une forme quasi-modulaire de Hilbert de poids k := (k1, . . . , kn),
alors DiF est une forme quasi-modulaire de Hilbert de poids
k + 2i := (k1, . . . , ki−1, ki + 2, ki+1, . . . , kn).
Donc (Y(K),D) est un anneau diffe´rentiel.
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Des formes quasi-modulaires de Hilbert non constantes et de poids dis-
tincts sont C-line´airement inde´pendants, donc les e´spaces vectoriels com-
plexes Y(K)(k1,...,kn) engendre´s par les formes quasi-modulaires de Hilbert de
poids (k1, . . . , kn) sont line´airement disjoints, filtre´s par les profondeurs, et
l’anneau Y(K) des polynoˆmes en des formes quasi-modulaires de Hilbert de
tout poids entier et toute profondeur est multi-gradue´ par les poids :
Y(K) =
⊕
(k1,...,kn)∈Zn
Y(K)(k1,...,kn).
De´monstration du the´ore`me 2. Supposons par l’absurde qu’il existe deux
e´le´ments A, F ∈ Y(K) et une de´rivation Di ∈ D avec :
DiF = AF.
Nous pouvons supposer que F soit une fonction non constante, ce qui im-
plique A 6= 0. Il existe des formes quasi-modulaires de Hilbert Fk non nulles,
de poids distincts k et Ah de poids distincts h, de telle sorte que :
F =
∑
k
Fk, A =
∑
h
Ah,
les sommes e´tant finies. Dans l’ensemble {Fk}, choisissons un e´le´ment non
constant Fk0, tel que le poids k0 = (k0,1, . . . , k0,n) satisfasse la proprie´te´
suivante : le nombre v(k0) :=
∑
j 6=i k0,j est le plus petit possible, et k0,i est le
plus grand possible pour ce choix de v(k0).
On en de´duit que l’ensemble {Ah} contient un e´le´ment non nul A2i , de
poids
2i := (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1 fois
, 2, 0, . . . , 0),
tel que :
DiFk0 = A2iFk0 .
Ceci constitue une contradiction avec le lemme 11 de l’appendice.
Dans l’appendice nous de´montrons e´galement le re´sultat suivant, qui est
aussi une conse´quence simple du lemme 11.
The´ore`me 4 Si [K : Q] > 1, alors l’anneau Y(K) des formes quasi-modu-
laires de Hilbert pour ΓK n’est pas de type fini.
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Ce the´ore`me pour n = 2 est aussi un corollaire d’un re´sultat de N. Oled
Aaiez concernant la structure diffe´rentielle des formes quasi-modulaires non
holomorphes, associe´es a` des cycles de Hirzebruch-Zagier compacts sur H2
(travail a` paraˆıtre).
3 Proprie´te´ de Ramanujan de formes modu-
laires.
Dans les paragraphes qui suivent, nous munissons un anneau de formes
modulaires de Hilbert de deux variables complexes (associe´ au corps K =
Q(
√
5)) de plusieurs de´rivations lie´es aux crochets de Rankin. L’anneau
diffe´rentiel ainsi obtenu satisfait lui aussi la proprie´te´ de Ramanujan ; ceci
impliquera le the´ore`me 3.
Faisons tout de suite un survol un peu plus pre´cis de ce que nous allons
montrer. Soit OK l’anneau des entiers de K. Nous allons de´finir, sur l’anneau
T engendre´ par les formes modulaires de Hilbert de poids paralle`les pour le
groupe Γ = ΓK , un ensemble de de´rivations
D = {d1, d2, e1, e2, f1, f2}.
Nous verrons que (T ,D) satisfait la proprie´te´ de Ramanujan, mais que cet
anneau n’a pas d’ide´aux premiers principaux non nuls et stables, contraire-
ment a` l’anneau (R, D) (il y a « trop de de´rivations »).
Nous verrons qu’en de´finissant
D∗ = {(d1 + d2)/2, (e1 + e2)/2, (f1 + f2)/2},
l’anneau diffe´rentiel (T ,D∗) satisfait lui aussi la proprie´te´ de Ramanujan, et
a de plus un, et un seul ide´al premier principal non nul D∗-stable (il y a le
« bon nombre de de´rivations »).
En revanche, l’anneau diffe´rentiel (T , {e1 + e2}), posse`de deux ide´aux
premiers non nuls stables (χ5) et (χ15), mais nous ne savons pas de´montrer
que cet anneau diffe´rentiel satisfait la proprie´te´ de Ramanujan (Il n’y a pas
« assez de de´rivations »).
Voici les re´sultats principaux de cette partie, que nous pre´ferons enoncer
avant meˆme de de´crire les objets utilise´s.
The´ore`me 5 Si Q est un ide´al premier non nul de T qui est D-stable, alors
χ15 ∈ Q.
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Nous allons montrer qu’il existe un sous-anneau T ∗ de T , isomorphe a`
l’anneau de polynoˆmes C[X1, X2, X3] (pour des inde´termine´es X1, X2, X3),
tel que (T ∗,D∗) est un anneau diffe´rentiel. On verra que χ15 6∈ T ∗, mais que
χ = χ215 ∈ T ∗,
et que ce polynoˆme est irre´ductible.
The´ore`me 6 Si P est un ide´al premier non nul de T ∗ qui est D∗-stable,
alors χ ∈ P.
Nous donnerons une description plus de´taille´e de ces anneaux diffe´rentiels ;
pour l’instant, il est utile de savoir que le the´ore`me 5 s’obtient directement
comme corollaire du the´ore`me 6, et que le the´ore`me 3 n’est qu’un corollaire
du the´ore`me 5.
Des calculs nume´riques plus approfondis nous ont permis de pre´ciser les
the´ore`mes 5 et 6 ; ceci sera aborde´ dans la proposition 4 du paragraphe 5. Les
de´monstrations que nous donnerons mettent en relief des analogies formelles
entre l’anneau diffe´rentiel (R, D) et l’anneau diffe´rentiel (T ∗,D∗).
3.1 Structure et de´rivations modulaires.
Pour les notions e´le´mentaires concernant les formes modulaires de Hilbert
associe´es au corps K = Q(
√
5), nous utiliserons essentiellement [11] : nous en
reprenons en grande partie les notations et la terminologie. Nous designons
souvent par r un couple de nombres complexes (r1, r2). Si n est un entier,
nous posons n1 = (n, 0) et n2 = (0, n) : nous e´crirons par exemple 21 = (2, 0).
Soit Mr(Γ) l’espace vectoriel des formes modulaires de Hilbert de poids
r. Nous avons :
T =
⊕
n∈N
M(n,n)(Γ).
Posons aussi :
L =
⊕
r∈N2
Mr(Γ).
L est l’anneau des polynoˆmes en des formes modulaires de Hilbert de tout
poids (non ne´cessairement paralle`le) : contrairement a` T , cet anneau n’est
pas de type fini (cf. [11], lemme 16).
Dans la suite, nous conside´rons le poids d’une forme modulaire de poids
paralle`le comme un entier, plutoˆt que comme un couple d’entiers.
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Nous de´signons par Tsym le sous-anneau de T dont les e´le´ments sont les
formes modulaires F telles que F ◦ C = F , ou` C est la syme´trie C(z, z′) =
(z′, z) : c’est le sous-anneau des formes modulaires syme´triques. Une forme
modulaire F est dite antisyme´trique si elle satisfait F ◦ C = −F .
Sur les espaces vectoriels de formes modulaires de Hilbert Mr sont de´finis
certains ope´rateurs diffe´rentiels, qui sont des avatars des crochets de Rankin
et Rankin-Cohen. Soit F une forme modulaire de Hilbert de poids f =
(f1, f2). Nous utiliserons les ope´rateurs non line´aires suivants :
(2πi)2ΠiF := fiF
∂2F
∂z2i
− (fi + 1)
(
∂F
∂zi
)2
,
(2πi)2ΛF := F
∂2F
∂z1∂z2
− ∂F
∂z1
∂F
∂z2
.
Un calcul direct sur les facteurs d’automorphie, et la de´termination du terme
constant dans les expansions en se´rie de Fourier, montrent que :
Πi : Mf (Γ) → S2f+4i(Γ),
Λ : Mf (Γ) → S2f+(2,2)(Γ),
ou` Sr(Γ) est l’espace vectoriel des formes paraboliques de poids r.
Soit G une forme modulaire de Hilbert de poids g = (g1, g2) : nous posons :
(2πi)[F,G]1i := fiF
∂G
∂zi
− giG∂F
∂zi
= det

fiF∂F
∂zi
giG
∂G
∂zi

.
Nous avons un ope´rateur biline´aire :
[·, ·]1i :Mf (Γ)×Mg(Γ) → Sf+g+2i(Γ).
Soient F,G,H trois formes modulaires de Hilbert de poids paralle`les f, g, h
respectivement. L’ope´rateur :
(2πi)2[F,G,H ] =
(g + h)
2
det


fF gG hH
∂F
∂z
∂G
∂z
∂H
∂z
∂F
∂z′
∂G
∂z′
∂H
∂z′


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est triline´aire et nous avons :
[·, ·, ·] : Mf (Γ)×Mg(Γ)×Mh(Γ)→ Sf+g+h+2(Γ).
On a aussi l’identite´ :
[F,G,H ] =
1
2
([F, [G,H ]12]11 − [F, [G,H ]11 ]12), (2)
voir [11], proposition 3. Un fait tre`s important a` remarquer est que ces cro-
chets ne sont pas bien de´finis sur des polynoˆmes quelconque en des formes
modulaires, mais seulement sur les formes modulaires, puisque ils de´pendent
du poids. On a le re´sultat suivant (cf. the´ore`me 6.1 de [11], voir aussi [7]) :
Proposition 1 Soit ϕ2 la se´rie d’Eisenstein de poids 2 pour Γ, normalise´e
pour que le terme constant de son de´veloppement de Fourier a` l’infini soit e´gal
a` 1. Il existe trois formes paraboliques non nulles χ5, χ6, χ15 de poids paralle`les
respectivement 5, 6, 15, avec χ6, χ15 (et ϕ2) syme´triques et χ5 antisyme´trique,
satisfaisant les proprie´te´s suivantes.
χ6 =
1
24
Λϕ2,
χ25 =
−1
2880
ϕ−12 ((Π1ϕ2)(Π2ϕ2)− 9(Λϕ2)),
χ15 =
√
5
22
[χ6, ϕ2, χ5].
L’anneau des formes modulaires de Hilbert pour le groupe Γ, est e´gal a` l’an-
neau (gradue´ par les poids) des polynoˆmes isobares en ϕ2, χ5, χ6, χ15, divise´
par l’ide´al engendre´ par la re´lation :
χ215 = χ, (3)
avec
χ = λ(50000χ65 − 1000ϕ22χ6χ45 + ϕ52χ45 − 2ϕ42χ26χ25 +
+1800ϕ2χ
3
6χ
2
5 + ϕ
3
2χ
4
6 − 864χ56)
et λ = 484/49.
Sur T on a des involutions ι, ς, de´finies par :
ς(χ5) = −χ5, ι(χ15) = −χ15.
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Nous e´crirons souvent x := ι(x) : l’involution ι est T ∗-line´aire (ou` T ∗ =
C[ϕ2, χ5, χ6]) et associe a` une forme modulaire de Hilbert F (z, z
′) de poids
paralle`le, la forme modulaire F (ǫ2z′, ǫ′2z), ou`
ǫ =
1 +
√
5
2
.
L’involution ς est Tsym-line´aire, et associe a` une forme modulaire de Hilbert
F (z, z′) de poids paralle`le, la forme modulaire F (z′, z), compose´e de F avec
la syme´trie C (noter que Tsym = C[ϕ2, χ25, χ6, χ15], d’apre`s la proposition 1).
Remarque. nous avons normalise´ ϕ2, χ5, χ6, χ15 de telle sorte que tous les
coefficients de Fourier de leurs expansions a` la pointe a` l’infini de la surface
modulaire de Hilbert associe´e a` K soient des entiers rationnels premiers entre
eux. Ce choix n’est pas celui de [7] ou [5]. C’est pourquoi la relation χ215 − χ
avec χ comme dans (3), ne ressemble pas a` la formule (16) p. 109 de [7] ou
a` la formule du corollaire 2.2 p. 191 de [5].
3.2 Les six de´rivations.
Nous pre´sentons ici les 6 de´rivations d1, d2, e1, e2, f1, f2. Soient G,H deux
formes modulaires dans T de poids g, h. Les applications :
Mf (Γ) → Sf+g+h+2
F 7→ [F, [G,H ]11]12
F 7→ [F, [G,H ]12]11
sont de´finies sur les e´le´ments de T qui sont homoge`nes pour la graduation
de la proposition 1 (des e´le´ments isobares, c’est-a`-dire des formes modulaires
de poids paralle`le).
Conside´rons le cas ou` G,H ∈ {ϕ2, χ5, χ6}. Pour tout r, nous avons six
applications line´aires sur Mr(Γ) ainsi de´finies :
d1(X) = [X, [ϕ2, χ5]12 ]11 d2(X) = [X, [ϕ2, χ5]11 ]12
e1(X) = [X, [ϕ2, χ6]12 ]11 e2(X) = [X, [ϕ2, χ6]11 ]12
f1(X) = [X, [χ5, χ6]12 ]11 f2(X) = [X, [χ5, χ6]11 ]12 .
Ces applications sont isobares de poids paralle`les 9, 10, 13, ou en d’autres
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termes :
d1, d2 : Mr(Γ) → Sr+9(Γ),
e1, e2 : Mr(Γ) → Sr+10(Γ),
f1, f2 : Mr(Γ) → Sr+13(Γ).
Posons
d∗ = (d1 + d2)/2, e
∗ = (e1 + e2)/2, f
∗ = (f1 + f2)/2,
et
d∗ = (d1 − d2)/2, e∗ = (e1 − e2)/2, f∗ = (f1 − f2)/2,
de telle sorte que d1 = d
∗ + d∗, d2 = d∗ − d∗, etc. Posons aussi
D∗ = {d∗, e∗, f ∗}, D∗ = {d∗, e∗, f∗}.
Si F,G ∈ T sont deux formes modulaires de poids f, g, alors d1(FG) =
Fd1(G) +Gd1(F ). Ainsi l’application line´aire d1 se prolonge par line´arite´ en
une de´rivation de l’anneau T ; si F = ∑kl=0 Fl est un e´le´ment de T avec Fl
forme modulaire de Hilbert de poids paralle`le l, alors nous posons :
d1(F ) =
k∑
l=1
d1(Fl).
Par le meˆme argument, tous les e´le´ments de D,D∗,D∗ se prolongent en des
de´rivations sur l’anneau T , compatibles avec la graduation par les poids des
formes modulaires.
Soit T0 = C[ϕ2, χ25, χ6]. La proposition 1 dit que T a une structure de
T0-module libre de rang 4. Plus pre´cisement on a
T = T0 ⊕ χ5T0 ⊕ χ15T0 ⊕ χ5χ15T0.
En particulier, Tsym = T0⊕χ15T0 et T ∗ = T0⊕χ5T0. Dans la proposition qui
suit, nous nous servons de cette T0-structure pour de´terminer les images des
sous-modules Tsym et T ∗ et des autres, par les ope´rateurs de de´rivation de
D∗ ou de D∗.
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Proposition 2 On a les inclusions suivantes.
d∗(Tsym), e∗(χ5Tsym), f ∗(Tsym) ⊂ χ5Tsym
d∗(χ5Tsym), e∗(Tsym), f ∗(χ5Tsym) ⊂ Tsym
d∗(Tsym), e∗(χ5Tsym), f∗(Tsym) ⊂ Tsym
d∗(χ5Tsym), e∗(Tsym), f∗(χ5Tsym) ⊂ χ5Tsym
d∗(T ∗), e∗(T ∗), f ∗(T ∗) ⊂ T ∗
d∗(χ15T ∗), e∗(χ15T ∗), f ∗(χ15T ∗) ⊂ χ15T ∗ (4)
d∗(T ∗), e∗(T ∗), f∗(T ∗) ⊂ χ15T ∗
d∗(χ15T ∗), e∗(χ15T ∗), f∗(χ15T ∗) ⊂ T ∗.
De plus, on a les e´galite´s :
d2(x) = d1(x), e2(x) = e1(x), f2(x) = f1(x). (5)
De´monstration. Notons que pour une fonction X suffisamment de´rivable :
∂
∂z1
(X ◦ C) =
(
∂X
∂z2
)
◦ C, ∂
∂z2
(X ◦ C) =
(
∂X
∂z1
)
◦ C.
Soit ρ ∈ T une forme modulaire non nulle de poids r, syme´trique ou an-
tisyme´trique, posons δ(ρ) = 1 si ρ est syme´trique et δ(ρ) = −1 si ρ est
antisyme´trique. Alors :
∂ρ
∂z1
= δ(r)
(
∂ρ
∂z2
)
◦ C.
On en de´duit que [ϕ2, χ5]11 ◦ C = −[ϕ2, χ5]12 , [ϕ2, χ6]11 ◦ C = [ϕ2, χ6]12 , et
[χ5, χ6]11 ◦ C = −[χ5, χ6]12 .
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Calculons maintenant d2(ρ) ◦ C :
d2(ρ) ◦ C =
= [ρ, [ϕ2, χ5]11 ]12 ◦ C
= r(ρ ◦ C)
((
∂
∂z2
[ϕ2, χ5]11
)
◦ C
)
−
7([ϕ2, χ5]11 ◦ C)
((
∂ρ
∂z2
)
◦ C
)
= δ(ρ)
(
rρ
∂
∂z1
([ϕ2, χ5]11 ◦ C)− 7(−[ϕ2, χ5]12)
∂ρ
∂z1
)
= δ(ρ)
(
−rρ ∂
∂z1
[ϕ2, χ5]12 + 7[ϕ2, χ5]12
∂ρ
∂z1
)
= −δ(ρ)[ρ, [ϕ2, χ5]12 ]11 = −δ(ρ)d1(ρ).
Une formule analogue est valide pour d2(ρ) ◦ C. Donc si s est une forme
modulaire syme´trique, alors d∗(s) est antisyme´trique : elle appartient donc
a` χ5Tsym. De meˆme, d∗(s) est syme´trique. Si a est une forme modulaire an-
tisyme´trique, alors d∗(a) est syme´trique. En raisonnant de la meˆme fac¸on
pour les autres de´rivations e∗, e∗, f ∗, f∗, on de´montre toutes les inclusions
concernant Tsym et χ5Tsym.
Les inclusions concernant T ∗ et χ15T ∗ en de´coulent aussi, car d’apre`s la
proposition 1, toute forme modulaire de Hilbert syme´trique de poids par-
alle`les impairs est produit d’une forme modulaire syme´trique de poids pairs
et de χ15. Comme d
∗, f ∗ envoient des formes modulaires de poids pair sur
des formes modulaires de poids impair, et e∗ envoie des formes modulaires
de poids pair sur des formes modulaires de poids impair, on obtient toutes
les images des sous-modules lie´s a` Tsym et a` T ∗.
Ceci implique que pour tout r ∈ T on a
d∗(r) = d∗(r), d∗(r) = −d∗(r).
On en de´duit les e´galite´s (5). La de´monstration de la proposition 2 est ter-
mine´e.
Corollaire 1 L’ide´al principal de T engendre´ par χ15 est D∗-stable. L’ide´al
engendre´ par χ5 est e
∗-stable.
De´monstration. On utilise la collection d’inclusions (4) ; on en de´duit les
inclusions d∗(χ15), e∗(χ15), f ∗(χ15) ∈ χ15T ∗.
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Si e∗(χ5) est non nulle, alors elle a poids 15, et est antisymetrique d’apre`s
la proposition 2. Comme toutes les formes modulaires de T de poids ≤ 14
sont dans T ∗ (cf. proposition 1), on trouve e∗(χ5) ∈ χ5T0. Le lemme qui suit
implique que e∗(χ5) 6= 0.
Lemme 1 Si t ∈ D, y ∈ T et ty = 0, alors y ∈ C. Si t∗ ∈ D, x ∈ T et
t∗x = 0, alors x ∈ C.
De´monstration. Pour de´montrer ces proprie´te´s, il suffit de le faire avec x, y
des formes modulaires, car toutes les de´rivations sont isobares.
De´montrons la premie`re proprie´te´ avec t = d1 : la de´monstration donne´e
s’e´tend facilement aux autres de´rivations de D.
Soit y une forme modulaire telle que d1y = 0. On a [y, [ϕ2, χ5]12 ]11 = 0.
Ceci implique que y et [ϕ2, χ5]12 sont multiplicativement de´pendants modulo
C× d’apre`s le lemme 11 de [11], mais ceci n’est possible que si y ∈ C, car y
est de poids paralle`les, alors que [ϕ2, χ5]12 ne l’est pas.
Soit maintenant x ∈ T une forme modulaire telle que d∗x = 0. On peut
e´crire x = s + a, ou` s est une forme modulaire syme´trique, et a est une
forme modulaire antisyme´trique. On a d∗(s + a) = d∗s + d∗a = 0. D’apre`s
la proposition 2, d∗s est antisyme´trique et d∗a est syme´trique. Donc, on a
d∗s = 0 et d∗a = 0.
Il suffit de de´montrer que pour toute forme modulaire syme´trique s, si
d∗s = 0 alors s ∈ C, et que pour toute forme modulaire antisyme´trique a, si
d∗a = 0 alors a = 0.
Soit s une forme modulaire syme´trique non constante, telle que d∗s = 0.
Si d∗s = 0, alors d1s = d2s = 0, d’ou` s ∈ C, d’apre`s la premie`re partie
du lemme. Donc d∗s 6= 0. On a d∗s = d1s = −d2s, car d1 = d∗ + d∗ et
d2 = d∗ − d∗. Donc, d’apre`s (5) :
d∗s = d1s = −d2s
= −ιd1ιs
= −ιd1s
= −ιd∗s
= −d∗s,
car d∗ preserve la syme´trie (proposition 2), d’ou` une contradiction. Donc
d∗s 6= 0.
Soit a une forme modulaire antisyme´trique non constante, telle que d∗a =
0. Si d∗a = 0, alors d1a = d2a = 0, d’ou` a ∈ C et donc a = 0 car elle est
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antisyme´trique. Donc d∗a 6= 0. On a d∗a = d1a = −d2a et donc, d’apre`s (5) :
d∗a = d1a = −d2a
= −ιd1ιa
= ιd1a
= ιd∗a
= −d∗a,
d’ou` une contradiction. Donc d∗a 6= 0. La meˆme de´monstration fonctionne
avec la de´rivation f ∗, et a` des petites modifications pre`s, avec e∗.
4 Ide´aux diffe´rentiellement stables.
Dans ce paragraphe nous de´montrons les the´ore`mes 5 et 6 : commenc¸ons
par le the´ore`me 6.
La de´monstration du the´ore`me 6 proce`de en plusieurs e´tapes. Nous de´-
terminons (1) les ide´aux principaux stables pour D∗, (2) les ide´aux premiers
de T ∗ qui sont D∗-stables, n’ayant pas d’e´le´ments dans C[ϕ2]∪C[χ5]∪C[χ6],
(3) les ide´aux premiers de T ∗ qui sontD∗-stables, et qui contiennent au moins
un e´le´ment non nul de C[ϕ2] ∪ C[χ5] ∪ C[χ6].
4.1 Ide´aux principaux D∗-stables.
Lemme 2 L’ide´al (χ) est l’unique ide´al premier principal non nul de T ∗,
qui est D∗-stable.
De´monstration. Le corollaire 1 implique que (χ) est D∗-stable : en effet,
pour tout t∗ ∈ D∗, t∗(χ) = t∗(χ215) = 2χ15t∗(χ15). Or, t∗(χ15) ∈ χ15T ∗
(corollaire 1), donc t∗(χ) ∈ χT ∗. C’est facile de de´montrer que (χ) est un
ide´al premier de T ∗.
Nous de´montrons que (χ) est le seul ide´al premier principal d∗-stable
de T ∗. Soit p ∈ T ∗ non constant tel que (d∗p) ⊂ (p). En particulier, il
existe a ∈ T ∗ tel que d∗p = ap. On peut alors e´crire : p = pm + · · · + pl
et a = ah + · · · + ak avec pi, ai des formes modulaires de poids paralle`les i,
m ≤ l, h ≤ k, pm, pl 6= 0. Nous pouvons aussi supposer que ah, ak 6= 0 d’apre`s
le lemme 1. On a :
d∗pm + · · ·+ d∗pl = ahpm + · · ·+ akpl.
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Donc d∗pm = ahpm et d∗pl = akpl. Comme d∗ est de poids 9, on trouve que
h = k = 9, et a = ak = ah. Donc d
∗p = ap et a est une forme modulaire
de poids paralle`les 9. Mais M9(Γ) ∼= Cϕ22χ5 (proposition 1), donc a est un
multiple non nul de ϕ22χ5.
Ainsi, les deux formes modulaires d∗χ/χ et d∗p/p sont C-line´airement
de´pendantes. On a donc :
d∗χ
χ
= λ
d∗p
p
, (6)
avec λ ∈ C×. Nous montrons maintenant que λ ∈ Q×.
Jusqu’a` pre´sent, nous n’avons utilise´ que des arguments alge´briques :
nous avons essentiellement travaille´ avec des anneaux de polynoˆmes. Il s’agit
maintenant d’utiliser la structure analytique des formes modulaires.
Pour achever notre de´monstration, il suffit de de´montrer que si F,G,H
sont des formes modulaires de Hilbert alge´briquement inde´pendantes, de
poids paralle`les respectivement f, 2, 5, avec H parabolique et G(∞) = 1,
alors
[F,G,H ]∗ = λFG2H,
implique λ ∈ Q, ou` nous avons pose´ :
[F,G,H ]∗ =
1
2
([F, [G,H ]12 ]11 + [F, [G,H ]11 ]12),
car d∗F = [F, ϕ2, χ5]∗ par de´finition. Nous utilisons les se´ries de Fourier
du lemme 15 de [11] : ici O∗K,+ de´signe l’ensemble des e´le´ments totalement
positifs du dual O∗K de OK pour la trace t de K sur Q. En particulier, en
e´crivant :
F (z, z′) =
∑
ν∈O∗
K,+
∪{0}
fνe(νz + ν
′z′),
G(z, z′) =
∑
ν∈O∗
K,+
∪{0}
gνe(νz + ν
′z′),
H(z, z′) =
∑
ν∈O∗
K,+
hνe(νz + ν
′z′),
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ou` e(t) = e2πit, (z, z′) ∈ H2, et avec fν , gν , hν ∈ C, g0 = 1, on trouve que
[F,G,H ]∗ =
1
2
([F, [G,H ]12 ]11 + [F, [G,H ]11 ]12)
=
∑
τ∈O∗
K,+
e(τz + τ ′z′)
♯∑
α+ν+µ=τ
cα,ν,µfαgνhµ, (7)
ou` la somme
∑♯ est indexe´e par des e´le´ments (α, ν, µ) de (O∗K,+ ∪ {0})3, et
ou`
cα,ν,µ := t((fα
′ − 7(ν ′ + µ′))(2ν − 5µ)).
De la meˆme fac¸on, on calcule :
FG2H =
∑
τ∈O∗
K,+
e(τz + τ ′z′)
♯∑
x+y+z+t=τ
fxgygzht. (8)
Supposons pour commencer que F soit parabolique. Comme F,H ne sont pas
nulles, il existe deux entiers rationnels k0, h0 > 0 minimaux avec la proprie´te´
que pour quelques α ∈ O∗K,+ avec t(α) = k0, on ait fα 6= 0, et pour quelques
µ ∈ O∗K,+ avec t(µ) = h0, on ait hµ 6= 0.
Soient maintenant α0, µ0 ∈ O∗K,+ tels que t(α0) = k0, t(µ0) = h0, avec la
proprie´te´ que α0, µ0 soient les plus grands possibles avec fα0 , hµ0 6= 0 (On
conside`re K comme e´tant plonge´ dans R), soit τ0 = α0+µ0. L’expression (8)
et le choix de τ0 impliquent que le coefficient de Fourier de FG
2H associe´ a`
τ0 est e´gal a` g
2
0fα0hµ0 = fα0hµ0 6= 0.
De meˆme, l’expression (7) et le choix de τ0 impliquent que le coefficient
de Fourier de [F,G,H ]∗ associe´ a` τ0 est e´gal a`
cα0,0,µ0g0fα0hµ0 = cα0,0,µ0fα0hµ0
= t(5µ0(fα
′
0 − 7µ0))fα0hµ0 .
Mais cα,ν,µ e´tant la trace d’un e´le´ment de K, c’est un nombre rationnel. Si
[F,G,H ]∗ = λFG2H , alors cα0,0,µ0fα0hα0 = λfα0hα0 , d’ou` cα0,0,µ0 = λ ∈ Q.
Supposons ensuite que F ne soit pas parabolique : on a alors f0 6= 0. Soit
µ0 comme ci-dessus. Le coefficient de Fourier associe´ a` µ0 dans (8) est f0hµ0 ,
tandis que le coefficient de Fourier associe´ a` µ0 dans (7) est f0hµ0c0,0,µ0 =
−70f0hµ0n(µ0) : on en de´duit que λ ∈ Q×.
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Nous avons donc de´montre´ l’existence de deux entiers rationnels u, v tels
que d∗(puχv)/(puχv) = 0 (ou` d∗ designe l’extension de la de´rivation au corps
des fractions de T ∗), ou de manie`re e´quivalente, d∗(puχv) = 0. Le lemme 1
implique puχv ∈ C. On trouve donc (p) = (χ), et le lemme 2 est de´montre´.
Remarques. Dans la de´monstration du lemme 2 nous avons utilise´ le fait
remarquable que dimCM9(Γ) = 1. L’unicite´ d’un ide´al principal t
∗-stable
pour une de´rivation t∗ est fausse en ge´ne´ral. Par exemple, l’ope´rateur e∗
posse`de l’ide´al principal premier stable (χ5).
Observons aussi que χ5, χ15 sont des ge´ne´rateurs du T0-module libre T .
Dans [3] et [4], on fait des hypothe`ses tre`s ge´ne´rales quant’a` la structure des
anneaux des formes modulaires. L’hypothe`se p. 88 de [4] affirme que, pour
tout anneau I de formes modulaires (dans une classe conside´re´e par Baily et
Borel dans [1]), il existe un certain sous-module H tel que I soit un H-module
libre. Ce serait tre`s inte´ressant de comparer cette structure avec la structure
diffe´rentielle de I.
4.2 Ide´aux premiers D∗-stables de hauteur 2.
Soient F,G,H trois formes modulaires de Hilbert alge´briquement inde´-
pendantes, de poids paralle`les f, g, h. D’apre`s la proposition 3 de [11], la
forme modulaire [F,G,H ], de poids paralle`les f + g + h+ 2 est non nulle.
La formule suivante est e´le´mentaire et peut se de´montrer avec un calcul
direct (nous l’avons trouve´e en suivant les techniques introduites dans [16] ;
un logiciel de calcul symbolique quelconque permet de la ve´rifier) :
(f + g)(f + h)[F,G,H ]2 = (9)
= (f + g)(g + h)([F, F,G]∗[H,G,H ]∗ − [F,G,H ]∗[H,F,G]∗)−
(g + h)(f + h)([H,G,H ]∗[G,F,G]∗ − [H,F,G]∗[G,F,H ]∗) +
(g + h)2([F, F,H ]∗[G,G,H ]∗ − [F,G,H ]∗[G,F,H ]∗).
Soit M la matrice :
M =

 [G,G,H ]
∗ [H,G,H ]∗ [F,G,H ]∗
[G,G, F ]∗ [H,G, F ]∗ [F,G, F ]∗
[G,H, F ]∗ [H,H, F ]∗ [F,H, F ]∗

 .
La formule (9) implique qu’elle a rang≥ 2. En effet, l’inde´pendance alge´brique
de F,G,H implique, en utilisant la proposition 3 de [11], que [F,G,H ] 6= 0,
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donc [F,G,H ]2 6= 0. Or, l’expression a` droite de (9) est une combinaison
line´aire de mineurs de taille 2 de la matrice M . Ainsi, un mineur de M de
taille 2 est non nul (4).
Supposons que F = χ6, G = ϕ2 et H = χ5. Alors
M =

 d
∗ϕ2 d∗χ5 d∗χ6
e∗ϕ2 e∗χ5 e∗χ6
f ∗ϕ2 f ∗χ5 f ∗χ6

 .
Soit M˜ la matrice des mineurs de M de taille 2. D’apre`s le raisonnement
pre´cedant, cette matrice posse`de des coefficients non nuls. La matrice suivante
de´crit les poids des coefficients de M :
 11 14 1512 15 16
15 18 19

 .
Donc les coefficients de M˜ sont tous des formes modulaires de Hilbert, et les
poids sont repartis de la manie`re suivante :
 34 31 3033 30 29
30 27 26


(on notera que tous les coefficients de l’adjointe Mˆ de M ont meˆme poids
45). Nous avons le lemme suivant.
Lemme 3 Soit P un ide´al premier non principal de T ∗ tel que P ∩ (C[ϕ2]∪
C[χ5] ∪ C[χ6]) = (0). Si P est D∗-stable, alors tous les coefficients de M˜
appartiennent a` P. De plus, χ ∈ P.
De´monstration. Les hypothe`ses impliquent qu’il existe dans P, trois poly-
noˆmes irre´ductibles A,B,C avec les proprie´te´s suivantes :
∂A
∂χ6
= 0,
∂A
∂ϕ2
∂A
∂χ5
6= 0
∂B
∂χ5
= 0,
∂B
∂ϕ2
∂B
∂χ6
6= 0
∂C
∂ϕ2
= 0,
∂C
∂χ5
∂C
∂χ6
6= 0.
4On peut de´montrer que si F,G,H sont des formes modulaires de poids paralle`le
alge´briquement inde´pendantes, alors M est de rang 3, mais nous ne le ferons pas ici.
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On peut meˆme supposer que les degre´s partiels de ces polynoˆmes soient les
plus petits possibles, car il n’y a pas d’ide´al non trivial de T ∗ qui soit stable
pour les trois de´rive´es partielles ∂/∂ϕ2, ∂/∂χ5, ∂/∂χ6.
On a d∗A, d∗B, . . . , f ∗C ∈ P. En particulier, d∗A, e∗A ∈ P, et
(d∗A)(e∗ϕ2)− (e∗A)(d∗ϕ2) ∈ P.
On ve´rifie l’e´galite´ :
(d∗A)(e∗ϕ2)− (e∗A)(d∗ϕ2) = ∂A
∂χ5
(d∗χ5e∗ϕ2 − e∗χ5d∗ϕ2).
Comme ∂A/∂χ5 6∈ P, on a d∗χ5e∗ϕ2− e∗χ5d∗ϕ2 ∈ P. De la meˆme fac¸on que
ci-dessus, on ve´rifie alors que tous les coefficients de la matrice M˜ = (m˜i,j)i,j
appartiennent a` P.
La dernie`re proprie´te´ du lemme se de´montre en utilisant la formule (9),
car [χ6, ϕ2, χ5]
2 est proportionnel a` χ (avec constante de proportionnalite´ non
nulle), et e´gal a` une combinaison line´aire non triviale des cofficients qui se
trouvent sur l’anti-diagonale de M˜ .
Remarque. Les arguments de ce paragraphe pourraient se ge´ne´raliser au
cas ou` K est un autre corps quadratique re´el diffe´rent de Q(
√
5).
4.3 De´termination explicite de re´lations diffe´rentielles.
Pour continuer, nous devons expliciter les re´lations engendre´es par les
de´rivations de D∗. Nous utilisons la proposition suivante.
Proposition 3 On a les re´lations suivantes.
d∗(ϕ2) =
4
5
χ5(ϕ
3
2 − 1050χ6)
d∗(χ6) = −2
5
χ5(ϕ
2
2χ6 + 875χ
2
5)
d∗(χ5) =
1
10
ϕ2(7χ
2
6 − 15ϕ2χ25)
e∗(ϕ2) = −1152χ26 + 240ϕ2χ25 +
4
5
ϕ32χ6
e∗(χ6) = −240χ25χ6 −
8
5
ϕ22χ
2
6 +
4
5
ϕ32χ
2
5
e∗(χ5) = χ5
(
−6
5
ϕ22χ6 + 200χ
2
5
)
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f ∗(ϕ2) = χ5
(
550χ25 −
4
5
ϕ22χ6
)
f ∗(χ6) = χ5
(
11
4
ϕ22χ
2
5 −
59
20
ϕ2χ
2
6
)
f ∗(χ5) = χ6
(
7
2
ϕ2χ
2
5 −
33
10
χ26
)
.
Esquisse de de´monstration. Montrons comment obtenir la premie`re des
re´lations de la proposition 3.
Nous savons, d’apre`s le lemme 1, que d∗(ϕ2) est non nulle. Il s’agit d’une
forme modulaire de poids paralle`le 11. La proposition 1 implique que :
d∗(ϕ2) = αχ5ϕ32 + βχ5χ6, α, β ∈ C.
Cette relation line´aire implique l’existence de relations line´aires entre coef-
ficients de Fourier de d∗(ϕ2), χ5ϕ32, χ5χ6, et le calcul explicite de quelques
coefficient de Fourier est suffisant pour calculer α, β. Pour les autres rela-
tions aussi, on effectue une re´solution nume´rique de syste`mes line´aires, en
utilisant la proposition 1.
Plue en ge´ne´ral, il faut calculer un certain nombre de coefficients de
Fourier de ϕ2, χ5, χ6, χ15. Pour ce faire il suffit, d’apre`s les relations diffe´ren-
tielles de la proposition 1, de connaˆıtre tous les coefficients de Fourier a`
l’infini de ϕ2, χ5, correspondants a` des e´le´ments totalement positifs du dual
pour la trace de l’anneau des entiers de K, de trace majore´e par un entier
assez grand (nous les appellons coefficients de « petite trace »).
La connaissance de ces coefficients de Fourier de ϕ2 nous permet de
de´terminer une partie de la se´rie de Fourier de χ6 et de χ
2
5. Pour calculer
les coefficients de Fourier de petite trace de ϕ2, on peut appliquer les for-
mules de [11].
Pour calculer les coefficients de Fourier de petite trace de χ5, on peut
appliquer la formule explicite de [2]. Tous ces coefficients permettent a` leur
tour de calculer, via le crochet [·, ·, ·], les coefficients de Fourier de petite trace
pour χ15.
La me´thode est la meˆme que dans [11] ou [14], nous ne donnons pas les
de´tails de calcul ici : le logiciel « Pari »permet de ve´rifier facilement toutes
les re´lations de la proposition, et nous re´mercions D. Simon pour avoir ve´rifie´
toutes ces formules.
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Remarque. Nous pouvons expliciter les re´lations du corollaire 1 graˆce a` la
proposition 3 :
d∗χ = −2ϕ22χ5χ
e∗χ = −4(ϕ22χ6 − 300χ25)χ
f ∗χ = −ϕ2χ5χ6χ.
Dans toute la suite, nous allons utiliser les re´lations de´crites explicitement
par la proposition 3.
4.4 Ide´aux premiers D∗-stables de hauteur 3.
Dans ce paragraphe, nous e´tudions les ide´aux de T ∗ qui ont intersection
non nulle avec l’ensemble C[ϕ2]∪C[χ5]∪C[χ6] ; nous verrons qu’ils ont tous
hauteur ≥ 3.
Lemme 4 Soit P un ide´al premier de T ∗, supposons qu’au moins une des
conditions suivantes soit ve´rifie´e :
P ∩ C[ϕ2] 6= (0), P ∩ C[χ5] 6= (0), P ∩ C[χ6] 6= (0). (10)
Si P est D∗-stable, alors P contient l’ide´al premier (χ5, χ6). En particulier,
χ ∈ P.
De´monstration. Comme P est premier, on a ou bien ϕ2 − c2 ∈ P, ou bien
χ5 − c5 ∈ P, ou bien χ6 − c6 ∈ P, pour c2, c5, c6 ∈ C.
(1). Supposons d’abord que χ5− c5 ∈ P : nous montrons que χ6 ∈ P. On a :
d∗χ5, f ∗χ5, d∗2χ5, f ∗2χ5 ∈ P, (11)
car pour tout t∗ ∈ D∗, t∗(C) = 0. En appliquant la proposition 3, on peut
calculer explicitement les polynoˆmes (11).
Pour ve´rifier les calculs suivants, il est conseille´ de se servir d’un logiciel
de calcul symbolique. On calcule les re´sultants :
Re´sχ5(d
∗χ5, d∗2χ5) = ξ1ϕ52χ
6
6A1 ∈ P (12)
Re´sχ5(f
∗χ5, f ∗2χ5) = ξ2χ156 A2 ∈ P, (13)
ou` ξ1, ξ2 ∈ Q×, et ou` A1, A2 ∈ C[ϕ2, χ6] de´signent des polynoˆmes isobares
non nuls de poids 12. On ve´rifie que A1, A2 sont premiers entre eux, et pour
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des raisons de poids, ils sont e´gaux a` des produits de la forme
∏
s
(asϕ
3
2 − χ6), (14)
ou` l’on ve´rifie que as ∈ Q¯× pour tout s.
Comme P est premier, dans chacun des deux polynoˆmes de (12) et (13)
il existe au moins un facteur irre´ductible appartenant a` P ; si χ6 ∈ P nous
avons termine´, supposons donc par l’absurde que χ6 6∈ P.
Ainsi, P contient au moins un facteur de A2, d’apre`s (13), et ne peut pas
contenir ϕ2 d’apre`s (12), car sinon, en e´liminant ϕ2 d’un facteur de la forme
(14), nous obtenons χ6 ∈ P. Donc P contient A1, A2, et comme il est premier,
il contient aussi deux facteurs irre´ductibles premiers entre eux de la forme
(14). En e´liminant ϕ2, nous parvenons une fois de plus a` une contradiction,
car nous obtenons χ6 ∈ P.
(2). Supposons que χ6 − c6 ∈ P : nous montrons que χ5 ∈ P. On a que :
d∗χ6, d∗2χ6, e∗f ∗χ6 ∈ P.
On calcule cette fois les re´sultants suivants, qui appartiennent tous a` P :
Re´sχ6(d
∗χ6, d∗2χ6) = ξ3ϕ32χ
7
5B1 ∈ P
Re´sχ6(d
∗χ6, e∗f ∗χ6) = ξ4χ95B2 ∈ P,
ou` ξ3, ξ4 ∈ Q× et B1, B2 sont deux polynoˆmes isobares non nuls de C[ϕ2, χ5]
de poids 10, 20.
On ve´rifie que B1, B2 sont premiers entre eux ; pour de raisons de poids,
ce sont des produits de la forme :
∏
s
(bsϕ
5
2 − χ25), (15)
avec bs ∈ Q¯× pour tout s. En suivant la technique applique´e au point (1),
on obtient χ5 ∈ P.
Dans les deux cas (1) ou (2) on voit que l’ide´al (χ5, χ6) est contenu dans
P. En effet, d’apre`s (1), si χ5 ∈ P, alors χ6 ∈ P et (χ5, χ6) ⊂ P. Si parcontre
χ5−c5 ∈ P et c5 6= 0, alors on trouve χ6 ∈ P d’apre`s (1), puis χ5 ∈ P d’apre`s
(2), et finalement, P = T ∗ ⊃ (χ5, χ6).
24
(3). Supposons pour terminer que ϕ2 − c2 ∈ P. On calcule les re´sultants :
Re´sϕ2(d
∗ϕ2, d∗2ϕ2) = ξ5χ115 C1 ∈ P
Re´sϕ2(e
∗ϕ2, e∗2ϕ2) = ξ6χ85C2 ∈ P,
avec ξ5, ξ6 ∈ Q×, et C1, C2 deux polynoˆmes isobares non nuls de poids 30, 60,
premiers entre eux de la forme∏
s
(dsχ
6
5 − χ56),
avec ds ∈ Q¯× pour tout s. En utilisant la meˆme technique des deux points
pre´cedants, on voit que χ5 ∈ P, d’ou` (χ5, χ6) ⊂ P graˆce au point (1).
Dans tous les cas, (χ5, χ6) ⊂ P. Comme χ ∈ (χ5, χ6) (formule (3)), le
lemme 4 est entie`rement de´montre´.
4.5 Preuve des the´ore`mes 3, 5 et 6.
De´monstration du the´ore`me 6. Soit P un ide´al premier non trivial de
T ∗, D∗-stable. Sa hauteur ge´ome´trique h varie dans l’ensemble {1, 2, 3}. Si
h = 1 alors P est principal, donc e´gal a` (χ) d’apre`s le lemme 2. Supposons
maintenant que h ≥ 2. Si P ∩ (C[ϕ2]∪C[χ5]∪C[χ6]) 6= (0), d’apre`s le lemme
4 on a χ ∈ P, et la proposition est de´montre´e dans ce cas.
Nous pouvons donc supposer que P ∩ (C[ϕ2]∪C[χ5]∪C[χ6]) = (0) et que
P est non principal, et d’apre`s le lemme 3, χ ∈ P : la preuve du the´ore`me 6
est termine´e.
De´monstration du the´ore`me 5.Nous devons d’abord e´noncer trois lemmes
techniques.
Lemme 5 Soit Q un ide´al non nul de T . Si Q ∩ Q = (0), alors Q est
principal.
De´monstration. Soit Q un ide´al non principal de T . Il existe deux e´le´ments
non nuls p1, p2 de Q tels que pour tout choix d’e´le´ments q1, q2 ∈ T non tous
nuls, alors q1p1 + q2p2 6= 0. Supposons par l’absurde que Q ∩Q = (0) : on a
en particulier Q∩ T ∗ = (0), car sinon, si s ∈ Q ∩ T est un e´le´ment non nul,
alors s = s et s ∈ Q.
Donc p1, p2 6∈ T ∗ : nous pouvons e´crire alors p1 = x1 + χ15y1, p2 = x2 +
χ15y2, avec x1, x2, y1, y2 ∈ T ∗, et y1, y2 non nuls. Mais y2p1 − y1p2 = y2x1 −
y1x2 6= 0 est un e´le´ment de Q qui est dans T ∗, d’ou` une contradiction.
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Lemme 6 Soit Q un ide´al premier non nul de T , ne contenant pas χ15, soit
P = Q ∩ T ∗. On a :
Q ∩Q = PT . (16)
De´monstration. C’est clair que Q∩Q ⊃ PT ; montrons que Q∩Q ⊂ PT .
Clairement, Q ∩ T ∗ = Q ∩ T ∗, car T ∗ = T ∗. D’autre part, P est un ide´al
premier de T ∗.
Soit x ∈ Q ∩Q. On a x ∈ Q et donc
β := x+ x ∈ P.
D’autre part, aussi x − x ∈ Q : or x − x ∈ χ15T ∗ et il existe α ∈ T ∗ tel
que x− x = χ15α ; cet e´le´ment appartient a` Q.
Nous avons χ215, α ∈ T ∗, donc χ215α ∈ P Or, par hypothe`se, χ215 6∈ Q,
donc χ215 6∈ P car Q est premier. Finalement, α ∈ P, d’ou` :
χ15α = x− x ∈ PT .
On a donc que β et χ15α appartiennent a` PT . Ainsi,
x = (β + χ15α)/2 ∈ PT ,
d’ou` PT ⊃ Q ∩Q, d’ou` l’e´galite´ (16) : le lemme 6 est de´montre´.
Lemme 7 Il existe des nombres l1, l2, l3 ∈ K× tels que si r ∈ T ∗, alors :
d∗r = l1χ15
∂r
∂χ6
, e∗r = l2χ15
∂r
∂χ5
, f∗r = l3χ15
∂r
∂χ2
. (17)
En particulier on a :
d∗χ15 =
l1
2
∂χ
∂χ6
, e∗χ15 =
l2
2
∂χ
∂χ5
, f∗χ15 =
l3
2
∂χ
∂χ2
. (18)
De´monstration. Utilisons la proposition 3 de [11]. On a d∗(ϕ2) = d∗(χ5) =
0, et d∗(χ6) = (7/2)[χ6, ϕ2, χ5] 6= 0, car χ6, ϕ2, χ5 sont alge´briquement in-
de´pendantes. Donc d∗(χ6) est proportionnel a` χ15 pour une constante de
proportionnalite´ non nulle : plus pre´cisement, on a d∗(χ6) = (11/
√
5)χ15. Les
autres formules de (17) s’obtiennent de la meˆme fac¸on. Les constantes l1, l2, l3
peuvent se calculer explicitement.
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Les formules explicites de (18), s’obtiennent tout simplement en calculant
d∗(χ), e∗(χ), f∗(χ), car on a, par exemple pour la de´rivation d∗ : d∗(χ215) =
2χ15d∗(χ15).
Preuve du the´ore`me 5. Soit Q un ide´al premier de T , stable pour tous
les ope´rateurs de D. On a que Q est D-stable, d’apre`s (5). En particulier, les
ide´aux Q et Q sont D∗-stables. Comme D∗T ∗ ⊂ T ∗, l’ide´al P = Q ∩ T ∗ est
D∗-stable. Nous distinguons maintenant deux cas, suivant que Q ∩Q = (0)
ou non.
(1). Supposons que Q ∩ Q = (0). Alors, d’apre`s le lemme 5, Q est un ide´al
principal : soit p un ge´ne´rateur : alors p 6∈ T ∗. Il existe six formes modulaires
a1, a2, b1, b2, c1, c2, de poids paralle`les respectivement 9, 9, 10, 10, 13, 13, telles
que :
dip = aip, eip = bip, fip = cip pour i = 1, 2.
En particulier, ai, bi, ci ∈ T ∗ (i = 1, 2) et satisfont ai = ai, . . ., car toutes
les formes modulaires de T de poids ≤ 14 se trouvent dans T ∗, d’apre`s la
proposition 1. D’apre`s les e´galite´s (5) :
d1p = d2(p) = a1p,
d2p = d1(p) = a2p,
Posons θ = p · p ∈ T ∗. On a :
d1θ = pd1(p) + pd1(p)
= a1θ + a2θ
= (a1 + a2)θ et de manie`re analogue :
d2θ = (a2 + a1)θ.
Donc, d∗θ = aθ, avec a = a2 + a1, et on obtient, de la meˆme fac¸on : e∗θ =
bθ, f ∗θ = cθ, avec b = b1 + b2 et c = c1 + c2. Donc, l’ide´al (θ) de T ∗ est
D∗-stable, e´gal a` (χl) pour un certain entier l, d’apre`s le lemme 2. Soit p′
un e´le´ment de T tel que p′p′ = χ. Alors p′ est une forme modulaire, et
proportionnel a` χ15. Donc l = 1 et θ ∈ C×χ.
Nous avons de´montre´ que si Q est un ide´al principal D-stable, alors Q =
(χ15). En utilisant l’e´galite´ (18) du lemme 7, on ve´rifie que que (χ15) n’est
pas D∗-stable : comme il est quand-meˆme D∗-stable, on en de´duit que (χ15)
n’est pas D-stable. Nous avons de´montre´ en fait :
Lemme 8 Il n’existe pas d’ide´al principal non nul D-stable dans T .
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(2). Supposons que Q ∩ Q 6= (0). D’apre`s le lemme 6, P est non nul, et
premier ; il est de plus D∗-stable. Supposons par l’absurde que χ15 6∈ Q.
Comme P est D∗-stable, il contient χ d’apre`s le the´ore`me 6. Donc χ ∈ Q
et χ15 ∈ Q : une contradiction. La de´monstration du the´ore`me 5 est termine´e.
Preuve du the´ore`me 3. Soit P un ide´al premier stable de Y(K), contenant
une forme modulaire de Hilbert non nulle. Alors l’ide´al Q engendre´ par toutes
les formes modulaires de P est un ide´al premier non nul et D-stable de T ,
qui contient χ15 d’apre`s le the´ore`me 5.
5 Un re´sultat plus pre´cis.
Soient a, b deux nombres complexes, conside´rons l’ide´al
P(a, b) = (aϕ52 − χ25, bϕ32 − χ6)
de T ∗ et l’ide´al
Q(a, b) = (P(a, b), χ15)
de T . Ici nous donnons une esquisse de de´monstration du re´sultat suivant.
Proposition 4 Si P est un ide´al premier non nul de T ∗ qui est D∗-stable
et de hauteur ≥ 2, alors P contient P(a, b) avec :
(a, b) ∈ E :=
{(
1
800000
,
1
800
)
,
(
1
253125
,
1
675
)
, (0, 0)
}
.
Si Q est un ide´al premier non nul de T qui est D-stable, alors il contient
Q(a, b) avec (a, b) ∈ E .
La proposition 4 est certes plus pre´cise des the´ore`mes 5 et 6, mais la de´mon-
stration que nous en donnons utilise de manie`re essentielle la proposition 3,
ce qui ne peut que limiter des e´ventuelles ge´ne´ralisations.
Nous avons besoin du lemme qui suit, dont la de´monstration est seulement
esquisse´e, et de´pend fortement des formules explicites de la proposition 3.
Lemme 9 Nous avons les proprie´te´s suivantes.
1. Si a, b ∈ C×, ou si a = b = 0, l’ide´al P(a, b) est primaire de hauteur 2.
2. L’ide´al P(a, b) est D∗-stable si et seulement si (a, b) ∈ E .
3. Si (a, b) 6∈ E , alors l’ide´al engendre´ par P(a, b) et D∗P(a, b) a hauteur
≥ 3.
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Esquisse de de´monstration. (1). On ve´rifie que le radical de P(a, b) dans
T ∗ pour a, b ∈ C× est l’ide´al premier de hauteur 2 :
(bϕ32 − χ6, aϕ22χ6 − bχ25, b2ϕ2χ25 − aχ26).
Si a = b = 0, le radical de P(0, 0) est l’ide´al (χ5, χ6).
(2). Nous voulons trouver tous les couples (a, b) ∈ C2 tels que
d∗(aϕ52 − χ25), d∗(bϕ32 − χ6) ∈ P(a, b).
On obtient, a` l’aide de la proposition 3 :
d∗(aϕ52 − χ25) = −3ϕ22χ6(aϕ52 − χ25) +
7
5
ϕ2χ6(χ6 + ϕ
3
2(3000a+ b))(bϕ
3
2 − χ6)−
7
5
ϕ72χ6(b
2 + 3000ab− 5a),
d∗(bϕ32 − χ6) = −350χ5(aϕ52 − χ25) +
2
5
ϕ22χ5(6300b− 1)(bϕ32 − χ6) +
14
5
ϕ52χ5(125a+ b− 900b2).
Pour que d∗(aϕ52 − χ25), d∗(bϕ32 − χ6) ∈ P(a, b), il faut et il suffit que 125a +
b−900b2 = b2+3000ab−5a = 0, c’est-a`-dire, que (a, b) appartienne a` E . Sur la
base de ces informations, on ve´rifie ensuite que les ide´aux P(0, 0),P(1/800000,
1/800),P(1/253125, 1/675) sont aussi D∗-stables, et que les ide´aux Q(0, 0),
Q(1/800000, 1/800),Q(1/253125, 1/675) sont D-stables.
(3). On utilise, comme pour la proprie´te´ (2), la proposition 3. On de´montre
en calculant des re´sultants, que si P(a, b) n’est pas D∗-stable, alors l’ide´al
engendre´ par P(a, b) et D∗P(a, b) contient les trois e´le´ments ϕ2, χ5, χ6.
De´monstration de la proposition 3. On ve´rifie que si (a, b) ∈ E , alors
Q(a, b) a hauteur 2 car χ215 ∈ P(a, b).
Soit P un ide´al premier non nul de hauteur ≥ 2, D∗-stable. Suivant
la de´monstration du lemme 3, tous les coefficients m˜i,j de la matrice M˜
appartiennent a` P.
La proposition 3 permet de calculer m˜i,j explicitement. Pour (i, j), (h, k) ∈
{1, 2, 3}, (i, j) 6= (h, k), on calcule ensuite le re´sultant :
Ri,j,h,k,̺ := Re´s̺(m˜i,j , m˜h,k), ̺ = χ5, χ6,
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qui sont des e´le´ments isobares de P ; on ve´rifie, en utilisant de pre´ference un
logiciel de calcul symbolique, que ces e´le´ments sont tous non nuls.
On peut factoriser explicitement ces re´sultants dans Q¯. Pour des raisons
de poids, on trouve que, pour tout i, j, h, k comme ci-dessus :
Ri,j,h,k,χ6 = λϕ
α
2χ
β
5
t∏
s=1
(asϕ
5
2 − χ25) (19)
Ri,j,h,k,χ5 = µϕ
α′
2 χ
γ′
6
t′∏
s=1
(bsϕ
3
2 − χ6), (20)
avec α, β, . . . , t′ entiers positifs, λ, µ ∈ C×, as, bs des nombres complexes non
nuls, le tout de´pendant de i, j, k, h.
Les re´sultants Ri,j,h,k,̺ appartiennent tous a` P, et comme P est premier,
au moins un facteur de Ri,j,h,k,χ6 a` droite de (19) et au moins un facteur de
Ri,j,h,k,χ5 a` droite de (20), se trouvent dans P.
D’apre`s le lemme 4, nous pouvons supposer que ϕ2, χ5, χ6 6∈ P, car dans
ce cas, nous savons de´ja` que P(0, 0) ⊂ P.
Donc P contient un ide´al de la forme P(a, b) avec a, b complexes non
nuls. Si la hauteur de P est 3, alors P ∩ (C[ϕ2] ∪ C[χ5] ∪ C[χ6]) 6= {0}, et
P(0, 0) = (χ25, χ6) ⊂ P (lemme 4). Supposons que P ait hauteur 2. L’ide´al
P(a, b) ne pouvant pas eˆtre principal, il doit avoir hauteur 2 et doit eˆtre
D∗-stable, d’apre`s le lemme 9.
Le lemme 9 implique (a, b) ∈ E , ce qui prouve la partie de l’enonce´ de la
proposition 4 concernant l’ide´al P.
La proprie´te´ concernant les ide´aux D-stables de T , se de´duit de ce que
nous venons de de´montrer, car d’apre`s le lemme 5, T n’a pas d’ide´al non nul
principal et D-stable.
6 Appendice.
Lemme 10 Soit F une forme quasi-modulaire de Hilbert de poids (k1, . . . , kn)
et profondeur s. Soit
P =
∑
s1+···+sn≤s
fs1,...,sn(z)X
s1
1 · · ·Xsnn (21)
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le polynoˆme P associe´ a` F dans (1). Alors k ≥ 2s, et pour tout s1, . . . , sn
tel que s1 + · · ·+ sn = s, la fonction fs1,...,sn(z) est une forme modulaire de
Hilbert de poids (k1 − 2s1, . . . , kn − 2sn).
De´monstration. Soient A,B deux e´le´ments de ΓK et e´crivons :
A =
(
a
c
b
d
)
, B =
(
α
γ
β
δ
)
, AB =
(
u
x
v
y
)
,
soit F comme dans les hypothe`ses du lemme. Nous avons :
F (AB(z)) =
=
n∏
i=1
(ciBi(zi) + di)
ki
∑
s1+···+sn≤s
cs1,...,sn(B(z))×
n∏
i=1
(
(γizi + δi)
2
(
xi
xizi + yi
− γi
γizi + δi
))si
,
donc :
F (AB(z)) =
=
n∏
i=1
(ciBi(zi) + di)
ki
∑
s1+···+sn≤s
cs1,...,sn(B(z))×
n∏
i=1
(γizi + δi)
2si ×
si∑
ti=0
(
si
ti
)
(−1)si−ti
(
xi
xizi + yi
)ti ( γi
γizi + δi
)si−ti
=
n∏
i=1
(ciBi(zi) + di)
ki ×
s∑
s1=0
s−s1∑
s2=0
· · ·
s−s1−···−sn−1∑
sn=0
cs1,...,sn(B(z))
n∏
i=1
(γizi + δi)
2si ×
si∑
ti=0
(
si
ti
)
(−1)si−ti
(
xi
xizi + yi
)ti ( γi
γizi + δi
)si−ti
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=
n∏
i=1
(ciBi(zi) + di)
ki
∑
t1+···+tn≤s
n∏
i=1
(
xi
xizi + yi
)ti
×
s∑
s1=t1
s−s1∑
s2=t2
· · ·
s−s1−···−sn−1∑
sn=tn
fs1,...,sn(B(z))
n∏
i=1
(γizi + δi)
2si ×
(
si
ti
)
(−1)si−ti
(
γi
γizi + δi
)si−ti
.
D’autre part :
F (AB(z)) =
=
n∏
i=1
(xizi + yi)
ki
∑
s1+···+sn≤s
fs1,...,sn(z)
n∏
i=1
(
xi
xizi + yi
)si
.
Ces deux expressions diffe´rentes de F (AB(z)) doivent co¨ıncider pour tout
A,B et z. Nous pouvons fixer pour un instant B, z en laissant varier A de
telle sorte que l’ensemble :{(
q1
q1z1 + r1
, . . . ,
qn
qnzn + rn
)}
soit Zariski dense dans Hn. Comme
n∏
i=1
(xizi + yi)
ki =
n∏
i=1
((ciBi(zi) + di)(γizi + δi))
ki,
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nous obtenons l’ide´ntite´ formelle :
n∏
i=1
(γizi + δi)
ki
∑
t1+···+tn≤s
ft1,...,tn(z)X
t1
1 · · ·X tnn =
=
∑
t1+···+tn≤s
X t11 · · ·X tnn ×
s∑
s1=t1
s−s1∑
s2=t2
· · ·
s−s1−···−sn−1∑
sn=tn
fs1,...,sn(B(z))
n∏
i=1
(γizi + δi)
2si ×
(
si
ti
)
(−1)si−ti
(
γi
γizi + δi
)si−ti
=
∑
t1+···+tn≤s
X t11 · · ·X tnn ×
s∑
s1=t1
s−s1∑
s2=t2
· · ·
s−s1−···−sn−1∑
sn=tn
fs1,...,sn(B(z))×
n∏
i=1
(
si
ti
)
(−γi)si−ti (γizi + δi)si+ti .
En comparant les coefficients des monoˆmes X1, . . . , Xn nous obtenons, pour
tout (t1, . . . , tn) tel que t1 + · · ·+ tn ≤ s :
ft1,...,tn(z) =
s∑
s1=t1
s−s1∑
s2=t2
· · ·
s−s1−···−sn−1∑
sn=tn
fs1,...,sn(B(z))× (22)
n∏
i=1
(
si
ti
)
(−γi)si−ti(γizi + δi)si+ti−ki
Si (t1, . . . , tn) est tel que t1 + · · ·+ tn = s et ft1,...,tn(z) 6= 0, alors la somme
inde´xe´e par les s1, . . . , sn a` droite de l’e´galite´ (22) n’a qu’un seul terme, avec
si = ti, i = 1, . . . , n. Nous obtenons, pour ce terme :
fs1,...,sn(B(z)) =
n∏
i=1
(γizi + δi)
ki−2sifs1,...,sn(z),
e´galite´ valide pour tout B, z, ce qui implique que fs1,...,sn(z) est une forme
modulaire de Hilbert de poids (k1 − 2s1, . . . , kn − 2sn) ; la de´monstration du
lemme est comple`te.
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Comme conse´quence de ce qui prece`de, on voit que si F est une forme
quasi-modulaire de Hilbert non constante, de poids (k1, . . . , kn), alors ki ≥ 0
pour tout i = 1, . . . , n. De plus, une forme quasi-modulaire de Hilbert de
poids (0, . . . , 0) est une fonction constante.
Lemme 11 Supposons que [K : Q] > 1 et soit F une forme quasi-modulaire
de Hilbert dont le poids (k1, . . . , kn) est non nul et satisfait
∏n
i=1 ki = 0 :
alors F = 0.
De´monstration. Supposons par l’absurde qu’il existe une forme quasi-mo-
dulaire de Hilbert F non nulle, de poids (k1, . . . , kn) et de profondeur s, avec
la proprie´te´ que kj > 0 et kh = 0 ; soit P le polynoˆme associe´ (21). Nous
allons proce´der en deux e´tapes.
(1). Nous de´montrons que ki est pair pour tout i = 1, . . . , n, que
∑
i ki = 2s,
et qu’il n’existe qu’un seul n-uple d’entiers positifs (s1, . . . , sn) avec
∑
i si = s
et fs 6= 0 dans (21). Nous prouvons de plus que fs est constante.
Clairement, nous pouvons aussi supposer que s > 0, car sinon F est une
forme modulaire de Hilbert non nulle, en contradiction avec le lemme 6.3 p.
18 de [5].
Le lemme 10 nous dit que
∑
i ki ≥ 2s et que pour tout (s1, . . . , sn) tel que∑
i si = s et fs 6= 0, alors ki ≥ 2si.
Si s satisfait
∑
i ki > 2s, alors pour tout (s1, . . . , sn) tel que
∑
i si = s et
fs 6= 0, il existe j tel que kj > 2sj . De plus, par hypothe`se, il existe h tel que
kh = 0, ce qui implique sh = 0. Donc kj − 2sj > 0 et kh − 2sh = 0.
Le lemme 10 implique que fs1,...,sn est une forme modulaire de Hilbert de
poids (k1−2s1, . . . , kn−2sn) et le lemme 6.3 p. 18 de [5] implique fs1,...,sn = 0.
Mais alors, dans ce cas, le degre´ de P est < s d’ou` une contradiction.
La seule possibilite´ est donc que
∑
i ki = 2s, ki ≥ 2si (ce qui implique
ki = 2si pour i = 1, . . . , n et ki pair). Il n’existe qu’un n-uple d’entiers
positifs (s1, . . . , sn) tel que
∑
i si = s, et fs 6= 0. D’apre`s le lemme (10), la
forme modulaire de Hilbert fs1,...,sn est de poids 0 et c’est donc une constante
non nulle λ ∈ C.
(2). Etant donne´ un poids (k1, . . . , kn) tel que kj > 0 et kh = 0, nous
de´montrons que l’espace vectoriel Y(K)(k1,...,kn) a dimension au plus 1 sur
C.
En effet, si F,G ∈ Y(K)(k1,...,kn) sont non nulles, alors elles ont profondeur
(1/2)
∑
i ki et
fk1/2,...,kn/2(z) = λ, gk1/2,...,kn/2(z) = µ,
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avec λ, µ ∈ C×. Donc :
µF − λG ∈ Y(K)(k1,...,kn)
est une forme quasi-modulaire de Hilbert de profondeur <
∑
i ki, qui est nulle
d’apre`s l’e´tape (1).
Nous terminons la de´monstration du lemme : soit F non nul comme dans
les hypothe`ses. Le poids de F 3 et le poids de Dk11 · · ·Dknn F sont e´gaux a`
(3k1, . . . , 3kn) : ces fonctions sont line´airement inde´pendantes, et il existe un
nombre complexe τ tel que l’e´quation aux de´rive´es partielles suivante soit
satisfaite :
Dk11 · · ·Dknn F = τF 3.
Mais F admet une expansion en se´rie de Fourier a` l’infini ; en comparant les
coefficients de cette expansion on trouve F = 0, d’ou` une contradiction qui
termine la preuve du lemme.
De´montrons le the´ore`me 4. Soit E le sous-ensemble de Nn dont les points
(k1, . . . , kn) sont tels que Y(K)(k1,...,kn) 6= (0).
Supposons par l’absurde que Y(K) soit de type fini, engendre´ par des
e´le´ment F1, . . . , Fm. On peut supposer que F1, . . . , Fm soient des formes quasi-
modulaires de Hilbert de poids k1, . . . , km. Alors :
E = Nk1 + · · ·+ Nkm.
Soit C l’enveloppe convexe de E de Rn : alors C = R≥0k1 + · · ·+ R≥0km est
un coˆne polyhedral qui ne contient aucun angle plan d’amplitude ≥ π/2, car
d’apre`s le lemme 11, si (k1, . . . , kn) ∈ E, alors
∏
i ki 6= 0.
Donc C n’est pas stable par les translations par les vecteurs de la base
canonique de Rn. Mais Y(K) est un anneau diffe´rentiel ; donc E doit eˆtre
stable par tous les e´le´me´nts de Nn, et C e´galement. Ceci me`ne a` une contra-
diction, et la preuve du the´ore`me 4 est termine´e.
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